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Введение
Пусть X — многообразие, M — некоторое семейство подмного-
образий многообразия X. Интегрально-геометрические преобразова-
ния устанавливают соответствие между функциями f на X и фун-
кциями на M, сопоставляя f их интегралы по подмногообразиям
изM. Основные задачи при изучении таких преобразований состоят
в описании их образов и ядер, а также в построении формул обраще-
ния, восстанавливающих исходные объекты по их образам. Вопросы
указанного типа часто встречаются в различных областях математи-
ки (дифференциальные уравнения, математическая физика, теория
представлений и т.д.) и формируют одну из ветвей современного ана-
лиза, называемую интегральной геометрией (см. [1–3]).
Классическая интегральная геометрия возникла из работ Г. Ло-
ренца, Г. Минковского, П. Функа и И. Радона (1906–1917 г.). Эти ав-
торы изучали оператор интегрирования по гиперплоскостям в евкли-
довом пространстве (преобразование Радона), а также некоторые его
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проективные аналоги (преобразование Минковского–Функа на сфе-
ре). Основное внимание в их работах уделялось нахождению явных
формул обращения. Последующие исследования в этом направлении
были связаны с различными обобщениями и модификациями клас-
сического преобразования Радона (лучевое (рентгеновское) преобра-
зование, преобразование Радона по геодезическим, орисферическая
версия преобразования Радона и др.). В настоящее время в этой обла-
сти получено много глубоких и красивых результатов (см. [3] и би-
блиографию в этой работе).
В 1928 г. румынский математик Д. Помпейю рассмотрел пре-
образования, сопоставляющие функции ее интегралы по всем мно-
жествам, конгруэнтным данному [4–6]. Тем самым было положено
начало новому направлению в интегральной геометрии, называемо-
му, следуя Л. Зальцману, нетрадиционной интегральной геометрией.
Результаты о свойствах указанного преобразования, названного впо-
следствии преобразованием Помпейю, значительно менее полны. Осо-
бенно много нерешенных проблем остается в задачах об обращении
преобразования Помпейю. Все известные здесь результаты относи-
лись к случаю глобального преобразования Помпейю, а для локаль-
ного преобразования Помпейю были известны лишь некоторые доста-
точно громоздкие процедуры восстановления [7–13]. Таким образом,
до настоящего времени фактически не было ни одного нетривиаль-
ного результата, дающего явную формулу обращения для локально-
го преобразования Помпейю. В данной работе впервые приводится
явная формула для восстановления функции в шаре BR на симме-
трическом пространстве ранга один через ее интегралы по шарам и
сферам одного фиксированного радиуса из BR.
1. Обозначения и предварительные конструкции
В работе используются следующие стандартные обозначения: R,
C, N, Z, Z+ — соответственно множества вещественных, компле-
ксных, натуральных, целых и целых неотрицательных чисел; [t] —
целая часть числа t ∈ R; λ — комплексное сопряжение к числу
λ ∈ C; δA,B — символ Кронекера; (λ)l — символ Похгаммера ((λ)0 = 1
и (λ)l = λ(λ + 1) · · · (λ + l − 1) при l ∈ N); Γ — гамма-функция;
F (a, b; c; z) — гипергеометрическая функция Гаусса;
R(α,β)µ (t) = F (−µ, µ+ α+ β + 1;α+ 1; (1− t)/2) —
функции Якоби первого рода; P
(α,β)
l (t) — многочлены Якоби; C
γ
l (t) —
многочлены Гегенбауэра.
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Пусть T — распределение с компактным носителем в R1. Его пре-
образование Фурье определяется равенством
T̂ (λ) =
〈
T (x), e−ixλ
〉
, λ ∈ C.
Символом r(T ) обозначается радиус наименьшего замкнутого шара
в R1, содержащего носитель T .
Пусть a ∈ [0, 1], ψ ∈ [0, π]. Для α > β > −1/2, p > q, p, q ∈ Z+
положим
ξα,βp,q (a, ψ) = P
(α−β−1,β+p−q)
q (2a
2 − 1)ap−qCβp−q(ψ), (1.1)
где
Cβp−q(ψ) = (β + p− q)Γ(β)Cβp−q(cosψ), если β 6= 0,
C0p−q(ψ) =
{
2 cos((p− q)ψ), p 6= q
1, p = q.
Соотношения ортогональности для многочленов Якоби [14, п. 10.8,
формула (4)] влекут равенство
π∫
0
1∫
0
ξα,βp,q (a, ψ)ξ
α,β
p′,q′(a, ψ) dmα,β(a, ψ) = η
α,β
p,q δ(p,q),(p′,q′), (1.2)
где
ηα,βp,q =
π(β + p− q)Γ(2β + p− q)Γ(β + p+ 1)Γ(α− β + q)
22β(α+ p+ q)q!(p− q)!Γ(α+ p) ,
dmα,β(a, ψ) = a
2β+1(1− a2)α−β−1(sinψ)2β da dψ.
Следующее утверждение (см. [15, раздел 8.1]) содержит некото-
рую информацию о сходимости рядов по системе ξα,βp,q (a, ψ).
Лемма 1.1. Пусть h — бесконечно дифференцируемая функция на
полукруге U+ = {z ∈ C : |z| 6 1, Im z > 0} и
hp,q =
π∫
0
1∫
0
h(aeiψ)ξα,βp,q (a, ψ) dmα,β(a, ψ), p > q, p, q ∈ Z+.
Тогда:
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(i) для любого κ > 0 при p → ∞ имеет место равномерная по q
оценка
hp,q = O(p
−κ);
(ii) справедливо разложение
h(aeiψ) =
∞∑
p=0
p∑
q=0
hp,q
ηα,βp,q
ξα,βp,q (a, ψ), (1.3)
где ряд в (1.3) сходится абсолютно и равномерно на U+;
(iii) если h зависит от дополнительного параметра s, меняюще-
гося на множестве S, и все частные производные h относи-
тельно a cosψ, a sinψ равномерно ограничены по (aeiψ, s), то
сходимость ряда в (1.3) будет также равномерной и на S.
Если α = β или β = −1/2, то вместо (1.1) ниже используется си-
стема Cαp (ψ). Соотношения ортогональности в данном случае имеют
вид
π∫
0
Cαp (ψ)Cαp′(ψ) dmα(ψ) =
π(α+ p)Γ(2α+ p)
22α−1p!
δp,p′ , (1.4)
где
dmα(ψ) = (sinψ)
2α dψ.
Относительно аналога леммы 1.1 для Cαp (ψ) см. [16, гл. 7, теорема 7.6].
Для единства записи разложений по указанным системам далее по-
лагается
ξα,αp,q (1, ψ) = δq,0 Cαp (ψ),
ξα,−1/2p,q (a, 0) =
√
π(−1)p−q
(p− q)! (1− 2p+ 2q)P
(α−1/2,p−q−1/2)
q (2a
2 − 1)ap−q,
a ∈ [−1, 1].
Пусть X — риманово симметрическое пространство ранга один,
d(·, ·) — функция расстояния на X, o — фиксированная точка (нача-
ло) в X. Ниже будут встречаться следующие множества в X:
BR = {x ∈ X : d(x, o) < R}, BR = {x ∈ X : d(x, o) 6 R},
SR = {x ∈ X : d(x, o) = R}.
Буквой O будет обозначаться открытое множество в X.
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Далее, нам потребуются следующие классы функций и распреде-
лений: Cs(O) (s ∈ Z+ или s =∞) — пространство s раз непрерывно
дифференцируемых на O функций; E(O) = C∞(O); D(O) — про-
странство финитных бесконечно дифференцируемых в O функций;
RA(O) — класс вещественно-аналитических функций; L1,loc(O) —
класс локально интегрируемых на O функций по римановой мере
dµ; если E — произвольное множество функций на O, то LinE —
совокупность всех конечных линейных комбинаций функций из E;
D′(O) и E ′(O) — соответственно пространства распределений и рас-
пределений с компактным носителем на O. Носитель распределения
f ∈ D′(O) будет обозначаться supp f . Символ × используется для
свертки распределений на областях в X в тех случаях, когда она су-
ществует [2, гл. 2, § 5]. Для свертки распределений на Rn сохраняется
обычный значок “∗”.
Дальнейшие построения опираются на классификацию римано-
вых симметрических пространств ранга один и их реализации. Как
известно (см. [2, гл. 1, § 4, п. 2,3]), все такие пространства состоят из:
1) гиперболических пространств HnK (K обозначает поля R, C, или те-
ло кватернионов Q); 2) гиперболической плоскости Кэли H2Ca; 3) ев-
клидовых сфер Sn; 4) проективных пространств PnK; 6) проективной
плоскости Кэли P2Ca.
Пусть X1 — класс некомпактных пространств X, а X2 — класс
компактных X. Если X ∈ X1, условимся, что максимум секционной
кривизны X равен −1, а в случае X ∈ X2 предположим, что минимум
секционной кривизны X равен 1. Обозначим через aX вещественную
размерность пространства X и будем использовать реализации для
X, описанные в [8, часть 1, гл. 2, 3], [17]. В частности, из [8, часть 1,
гл. 2, 3] видно, что расстояние на X в указанных выше моделях опре-
деляется равенством
d(0, x) =
{
arth |x|, X ∈ X1
arctg |x|, X ∈ X2
(1.5)
и условием инвариантности d относительно группы изометрий G про-
странства X. Соотношение (1.5) показывает, что геодезический шар
BR совпадает с открытым евклидовым шаром из R
aX с центром в
нуле и соответствующим радиусом. Здесь и всюду в дальнейшем мы
считаем, что 0 < R 6 diamX, где
diam X = sup
x,y∈X
d(x, y).
Положим αX = −1 + aX/2, а βX = n/2− 1, −1/2, 0, 1, 3 соответ-
ственно в каждом из следующих пяти случаев: 1) X = HnR, X = S
n;
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2) X = PnR; 3) X = H
n
C, X = P
n
C; 4) X = H
n
Q, X = P
n
Q; 5) X = H
2
Ca,
X = P2Ca. Риманова мера на X имеет вид
dµ(x) = (1 + εX |x|2)−ρX−1dx, (1.6)
где dx — мера Лебега в RaX ,
ρX = αX + βX + 1, εX =
{
−1, X ∈ X1
1, X ∈ X2.
Площадь сферы радиуса r в X равна
AX(r) = bX
(Ω(r))2αX+1
(1 + εXΩ2(r))ρX
, где bX =
2πaX/2
Γ(aX/2)
,
Ω – обратная функция к функции
Ω−1(r) = d (0, re), e = (1, 0, . . . , 0) ∈ RaX . (1.7)
Пусть X3 — класс пространств X постоянной кривизны, т.е. X3 =
{HnR,Sn,PnR}. Возьмём k ∈ Z+ и m ∈
{
0, . . . ,MX(k)
}
, где
MX(k) =
{
0, X ∈ X3
[k/2] , X /∈ X3.
Определим Hk,mX = HkaX в случае X ∈ X3 и
Hk,mX =
{
f ∈ HkaX : (Lf)(x) = 4εX(m− βX)(k −m)(1 + εX |x|2)f(x)
}
в случаеX /∈ X3, гдеHkaX — пространство однородных гармонических
многочленов степени k в RaX , L — оператор Лапласа–Бельтрами на
X. Обозначим через O(aX) ортогональную группу в R
aX . После ото-
ждествления Hk,mX с пространством сужений его элементов на сферу
SaX−1 = {x ∈ RaX : |x| = 1},
Hk,mX становится инвариантным подпространством квазирегулярно-
го представления T(τ) группы K = G ∩ O(aX) на L2
(
SaX−1
)
. Если
Tk,m(τ) — сужение T(τ) на Hk,mX , то T(τ) является ортогональной
прямой суммой попарно неэквивалентных неприводимых унитарных
представлений Tk,m(τ), k ∈ Z+, m ∈
{
0, . . . ,MX(k)
}
(см. [8, часть 1,
гл. 4]).
Произвольная точка x ∈ RaX \ {0} представима в виде
x = ̺σ, где ̺ = |x|, σ = x/|x|.
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Всякой функции f ∈ L1,loc(BR) соответствует ряд Фурье
f(x) ∼
∞∑
k=0
MX(k)∑
m=0
dk,m
X∑
j=1
fk,m,j(̺)Y
k,m
j (σ), (1.8)
где dk,mX — размерность Hk,mX , {Y k,mj } — фиксированный ортонор-
мированный базис в Hk,mX относительно поверхностной меры dω на
SaX−1 и
fk,m,j(̺) =
∫
SaX−1
f(̺σ)Y k,mj (σ)dω(σ).
Далее будем считать, что
Y 0,01 =
1√
bX
.
Если f ∈ E(BR), то ряд (1.8) сходится к f в пространстве E(BR)
(см. [18, § 2]).
Пусть {tk,mi,j (τ)}, i, j ∈ {1, . . . , dk,mX }, — матрица представления
Tk,m(τ) в базисе {Y k,mj }, dτ — мера Хаара на K общей массы 1.
Разложение (1.8) можно продолжить на распределения f ∈ D′(BR)
следующим образом:
f ∼
∞∑
k=0
MX(k)∑
m=0
dk,m
X∑
j=1
fk,m,j , (1.9)
где ряд (1.9) сходится к f в D′(BR) и распределение fk,m,j действует
на пространстве основных функций D(BR) по правилу
〈fk,m,j , ψ〉 =
〈
f, dk,mX
∫
K
ψ(τ−1x)tk,mj,j (τ) dτ
〉
= 〈f, (ψ)
k,m,j
(̺) Y k,mj (σ)〉, ψ ∈ D(BR). (1.10)
Для всякого множества W(BR) ⊂ D′(BR) положим
Wk,m,j(BR) =
{
f ∈W(BR) : f = fk,m,j
}
,
W♮(BR) =W0,0,1(BR) (1.11)
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Отметим, что аналогом класса (1.11) в одномерном случае являе-
тся совокупность W♮(−R,R) всех чётных распределений из задан-
ного множества W(−R,R) в D′(−R,R). Нетрудно видеть, что носи-
тель распределения f ∈ D′k,m,j(BR) является K-инвариантным. Если
f ∈ E ′k,m,j(BR), определим
r(f) = inf{r > 0 : supp f ⊂ Br}.
Далее, обозначим
NX(k) =
{
(k + 1)/2, X = PnR
k, X 6= PnR,
νX(λ) =
{
(ρX + iλ)/2, X ∈ X1
(ρX + λ)/2, X ∈ X2,
λ ∈ C,
α(k) = αX + k, β(k,m) = βX + 2NX(k + 1)− k − 2m− 2.
Определяя X равенством X = {x ∈ X : d(0, x) < diamX}, введем
функции Φk,m,jλ на X\{0} по формуле
Φk,m,jλ (x) =
√
bXΦ
k,m
λ (̺)Y
k,m
j (σ), (1.12)
где
Φk,mλ (̺) = ̺
k(1+εX̺
2)m+1−NX(k+1)R
(α(k), β(k,m))
m+1−NX(k+1)−νX(−λ)
(
1− εX̺2
1 + εX̺2
)
.
(1.13)
Нетрудно видеть, что Φk,m,jλ допускают непрерывное продолжение в
точку x = 0. Доопределенные по непрерывности в нуле, функции
Φk,m,jλ становятся вещественно аналитическими на X и
(L+ λ2 − εXρ2X)Φk,m,jλ = 0 (1.14)
(см. [19, доказательство формулы (41)]).
Для f ∈ E ′k,m,j(X ) положим
Fk,mj (f)(λ) =
〈
f,Φk,m,j
λ
〉
, λ ∈ C. (1.15)
Функция Fk,mj (f) является четной целой функцией переменной λ.
Если f ∈ E ′♮(X ), то будем писать f˜(λ) вместо F0,01 (f)(λ), т.е.
f˜(λ) =
〈
f,Φ0,0,1λ
〉
. (1.16)
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Для гиперболических пространств X преобразование f˜ совпадает со
сферическим преобразованием распределения f [2, гл. 4]. Если X —
компактно, то f˜ является аналитическим продолжением дискретного
преобразования Фурье–Якоби (см. [17, § 5]).
Пусть
SX(k,m) =
{
C, если X ∈ X1
α(k) + β(k,m) + 1 + 2Z+, если X ∈ X2
,
SX = SX(0, 0).
Из теоремы Хана–Банаха следует (см. (1.15), (1.10) и [17, предложе-
ние 5.6 и замечание 5.2]), что Lin {Φk,m,jλ , λ ∈ SX(k,m)} является
плотным множеством в пространстве Ek,m,j(BR) с топологией, инду-
цируемой E(BR). Равенство
Ak,m,j(Φ
k,m,j
λ )(t) = cos(λt), λ ∈ C
корректно определяет оператор Ak,m,j : D′k,m,j(BR) → D′♮(−R,R) со
следующими свойствами:
1) отображение Ak,m,j является гомеоморфизмом между
D′k,m,j(BR) и D′♮(−R,R), а также между Ek,m,j(BR) и E♮(−R,R);
2) если f ∈ D′k,m,j(BR), r ∈ (0, R], то f = 0 в Br в том и только
том случае, когда Ak,m,j(f) = 0 на (−r, r);
3) для любого T ∈ E ′♮(BR) на интервале (r(T )−R,R− r(T )) имеет
место обобщенное трансмутационное свойство
Ak,m,j(f × T ) = Ak,m,j(f) ∗ Λ(T ), f ∈ D′k,m,j(BR),
где распределение Λ(T ) ∈ E ′♮(−R,R) задано соотношением
Λ̂(T )(λ) = T˜ (λ), λ ∈ C.
Явный вид оператора Ak,m,j и обратного к нему оператора A
−1
k,m,j
имеется в [17, п. 5.2], [18, § 2].
Полагая
Ak,mj = A−10,0,1Ak,m,j ,
получаем отображение из D′k,m,j(BR) в D′♮(BR) со свойствами:
1) имеет место равенство
Ak,mj (Φk,m,jλ ) = Φ0,0,1λ ;
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2) если T ∈ E ′♮(BR), f ∈ D′k,m,j(BR), то
Ak,mj (f × T ) = Ak,mj (f)× T в BR−r(T ). (1.17)
Обратное отображение (Ak,mj )−1 будет обозначаться Bk,mj . Операторы
Ak,mj играют важную роль при изучении проблем (i)–(iii) из § 1 и их
обобщений.
2. Формулировка основного результата
Пусть F = {Ti}si=1 — заданное семейство распределений с компа-
ктным носителем в X. При фиксированном g ∈ G рассмотрим рас-
пределение gTi, действующее на C
∞ (X) по правилу
〈gTi, f〉 = 〈Ti, f ◦ g−1〉, f ∈ C∞ (X) .
Для любого открытого множества U ⊂ X такого, что каждое из мно-
жеств
Λ (U , Ti) = {g ∈ G : supp gTi ⊂ U} , i = 1, . . . , s,
непусто, преобразование Помпейю PF ,U отображает C∞ (U) в декар-
тово произведение C∞ (Λ (U , T1)) × · · · × C∞ (Λ (U , Ts)) следующим
образом:
PF ,U (f) = (f1, . . . , fs) ,
где
fi(g) = 〈gTi, f〉, g ∈ Λ (U , Ti) , i = 1, . . . , s.
В частности, если χr — индикатор шара Br, а σr — поверхностная
дельта-функция сферы Sr, то преобразование P{χr,σr},BR сопоставля-
ет функции f ∈ C∞(BR) ее интегралы по шарам и сферам радиуса r
из BR.
Для t1, t2 > 0 таких, что t1 + t2 < diamX введём функцию Ξt1,t2
по формуле
Ξt1,t2(a, ψ) = Ω
(
d (Ω(t1)η, Ω(t2)e)
)
, (a, ψ) ∈M(Ξt1,t2), (2.1)
где множество M(Ξt1,t2) и точка η = (η1, . . . , ηaX ) ∈ SaX−1 определя-
ются для каждого X следующим образом:
1) если X 6∈ X3, то M(Ξt1,t2) = {(a, ψ) : a ∈ [0, 1], ψ ∈ [0, π]},
η1 = εXa cosψ, η2 =
√
1− a2, ηaX/2+1 = εXa sinψ;
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2) если X ∈ X3 и X 6= PnR, то M(Ξt1,t2) = {(1, ψ) : ψ ∈ [0, π]},
η1 = εX cosψ, η2 = sinψ;
3) если X = PnR, то M(Ξt1,t2) = {(a, 0) : a ∈ [−1, 1]}, η1 = a,
η2 =
√
1− a2.
Определим операторы D(α, β) и D(α, β) равенствами
(D(α, β)ϕ) (̺) =
(1 + εX̺
2)β+1
̺α
d
d̺
(
̺α
(1 + εX̺2)β
ϕ(̺)
)
, (2.2)
(D(α, β)ϕ) (̺) =
(1 + εX̺
2)β
̺α
̺∫
0
ξα
(1 + εXξ2)β+1
ϕ(ξ) dξ. (2.3)
Для краткости обозначим
ζp,q =
Γ(βX + p+ 1)
(αX + p+ q)Γ(αX + p)
,
Dp,q,1 =
ζp−1,q
ζp+1,q
D(2αX + p+ q + 1, ρX + p)D(1− p− q, 1− p),
Dp,q,2 =
2ζp,q
ζp+1,q
p+ q + αX − εXΩ2(r)(βX + p− q)
Ω(r)
×D(2αX + p+ q + 1, ρX + p),
Dp,q,3 =
(αX + p− 1)(αX + p+ q + 1)
(αX + p+ q − 1)(βX + p)
×D(2αX + p+ q + 1, αX + q + 1)D(1− p− q, 1− p),
Dp,q,4 =
2(αX + p+ q + 1)
Ω(r)
D(2αX + p+ q + 1, αX + p+ 1),
Dp,1 = D(n+ p− 1, (n+ p− 1)/2)D(1− p, (1− p)/2),
Dp,2 =
n+ 2p− 2
Ω(r)
D(n+ p− 1, (n+ p− 1)/2).
Известно (см. [8, часть 4]), что преобразование P{χr,σr},BR инъе-
ктивно лишь при условии R > 2r. Основным результатом данной
работы является следующая теорема.
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Теорема 2.1. Пусть f ∈ E(BR), R > 2r. Тогда
f =
∞∑
k=0
MX(k)∑
m=0
dk,m
X∑
j=1
Bk,mj h,
где ряд сходится к f в пространстве E(BR) и радиальная функция
h однозначно восстанавливается по известному P{χr,σr},BR(f) с по-
мощью разложения
h
(
Ξt,r(a, ψ) e
)
=
∞∑
p=0
p∑
q=0
dp,q(h, t, r) ξ
αX ,βX
p,q (a, ψ),
t ∈ (0, R− r), (a, ψ) ∈M(Ξr,t) (2.4)
в котором
d0,0(h, t, r) =
Ak,mj
(
(f × σr)k,m,j
)(
Ω(t)e
)
AX(r)Γ(βX + 1)
, (2.5)
d1,0(h, t, r) = −εX (αX + 1)
AX(r)Γ(βX + 2)
D(0, 0)
×
(
Ak,mj
(
(f × χr)k,m,j
)
(̺e)
) (
Ω(t)
)
(2.6)
и для каждого пространства X справедливы следующие рекуррен-
тные соотношения:
(i) если X 6∈ X3, то при p− 1 > q > 0
dp+1,q(h,Ω
−1(t), r) = Dp,q,1
(
dp−1,q(h,Ω
−1(̺), r)
)
(t)
+ εXDp,q,2
(
dp,q(h,Ω
−1(̺), r)
)
(t), (2.7)
dp,q+1(h,Ω
−1(t), r) = Dp,q,3
(
dp−1,q(h,Ω
−1(̺), r)
)
(t)
+ εXDp,q,4
(
dp,q(h,Ω
−1(̺), r)
)
(t); (2.8)
(ii) если X = HnR или X = S
n, то имеет место соотношение (2.7)
при q = 0;
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(iii) если X = PnR, то
dp+1(h,Ω
−1(t), r) = Dp,1
(
dp−1(h,Ω
−1(̺), r)
)
(t)
+Dp,2
(
dp(h,Ω
−1(̺), r)
)
(t), p > 1, (2.9)
где
dp(h, t, r) =
Γ(1/2 + [(p+ 1)/2])
(αX + p)Γ(αX + [(p+ 1)/2])
d[(p+1)/2],[p/2](h, t, r),
p ∈ Z+; (2.10)
Сделаем несколько замечаний. Аналог теоремы 2.1 имеет место
и в евклидовом случае, который исключен здесь лишь для удобства
изложения. Явный вид операторов Bk,mj = A−1k,m,jA0,0,1 содержится
в [17, п. 5.2], [18, § 2]. Если X ∈ X3 и X 6= PnR, то двойная сумма
в (2.4) вырождается и сводится к ряду по парам вида (p, 0), p ∈ Z+.
Таким образом, h определяется коэффициентами dp,0(h, t, r), которые
находятся из (2.5), (2.6) и соотношения (2.7) при q = 0. Аналогично,
если X = PnR, то суммирование в (2.4) происходит по парам (p, p) и
(p+1, p), p ∈ Z+. Тем самым равенства (2.9) и (2.10) восстанавливают
h по известным сверткам f×χr и f×σr, которые являются шаровыми
и сферическими средними функции f соответственно. Наконец, вви-
ду вышесказанного, леммы 1.1 и [16, гл. 7, теорема 7.6], сходимость
в (2.4) является абсолютной и равномерной на M(Ξr,t).
3. Вспомогательные утверждения
Пусть t1, t2 > 0 и t1+t2 < diam X. Для (a, ψ) ∈M(Ξt1,t2) положим
Θ(t1, t2, a, ψ) =
√
| ch t1 ch t2 + aeiψ sh t1 sh t2|2 − 1
| ch t1 ch t2 + aeiψ sh t1 sh t2| ,
если X ∈ X1, и
Θ(t1, t2, a, ψ) =
√
1− | cos t1 cos t2 + aeiψ sin t1 sin t2|2
| cos t1 cos t2 + aeiψ sin t1 sin t2| ,
если X ∈ X2. В следующем утверждении содержатся явные выраже-
ния для функции Ξt1,t2 .
Лемма 3.1. Имеет место равенство
Ξt1,t2(a, ψ) = Θ(t1, t2, a, ψ), (a, ψ) ∈M(Ξt1,t2). (3.1)
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Доказательство. Нам потребуется явный вид некоторых изометрий
пространства X.
Пусть X = PnK (K = R, C, Q) или X = H
n
K (K = C, Q). Положим
σw(z) =
(
1 + εX〈z, w〉K
)−1(−√1 + εX |w|2 z
+
(
1 +
εX〈z, w〉K
1 +
√
1 + εX |w|2
)
w
)
, (3.2)
где 〈z, w〉K — стандартное скалярное произведение вKn. ЕслиX = HnR
или X = Sn, определим
σw(z) =
(
1 + 2εX〈z, w〉R − εX |z|2
)
w − (1 + εX |w|)2z
1 + |w|2|z|2 + 2εX〈z, w〉R . (3.3)
Наконец, в случае X = P2Ca или X = H
2
Ca обозначим
σ(|w|,0)(z1, z2)
= εX
(
(|w| − z1)(|w|z1 + εX)−1,−
√
1 + εX |w|2 (|w|z1 + εX)−1z2
)
.
(3.4)
Отображения (3.2)–(3.4) являются инволютивными изометриями со-
ответствующего пространства X и σv(v) = 0 (см. [19], [8, часть 1,
гл. 2, 3]). Поэтому для x = Ω(t1)η, y = Ω(t2)e имеем (см. (2.1), (1.5),
(1.7))
Ξt1,t2(a, ψ) = Ω
(
d (x, y)
)
= Ω
(
d (σy(x), 0)
)
= |σy(x)|. (3.5)
Из (3.2)–(3.5) получаем (3.1).
Замечание 3.1. Простые вычисления показывают, что для X = HnR
и X = Sn равенство (3.1) можно переписать соответственно в виде
Ξt1,t2(1, ψ) =
(
ch 2t1 ch 2t2 + sh 2t1 sh 2t2 cosψ − 1
ch 2t1 ch 2t2 + sh 2t1 sh 2t2 cosψ + 1
)1/2
,
Ξt1,t2(1, ψ) =
(
1− cos 2t1 cos 2t2 − sin 2t1 sin 2t2 cosψ
1 + cos 2t1 cos 2t2 + sin 2t1 sin 2t2 cosψ
)1/2
.
Далее нам потребуются формулы дифференцирования функций
Φk,mλ . Положим
c1(k,m, λ)
=
2εX(νX(λ) +NX(k + 1)−m− 1)(νX(−λ) +NX(k + 1)−m− 1)
k + αX + 1
,
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c2(k,m, λ) =
2εX(νX(λ) +m− βX)(νX(−λ) +m− βX)
k + αX + 1
,
c3(k,m) = 2(k + αX).
Лемма 3.2. Пусть k ∈ Z+, m ∈ {0, . . . ,MX(k)}.
(i) Имеет место равенство
D(−k,m+ 1−NX(k + 1))Φk,mλ = c1(k,m, λ)Φk+1,mλ . (3.6)
(ii) Если m 6MX(k + 1)− 1, то
D(−k, βX −m)Φk,mλ = c2(k,m, λ)Φk+1,m+1λ . (3.7)
(iii) Если k > 1 и m 6MX(k − 1), то
D(k + 2αX ,NX(k) + ρX − 1−m)Φk,mλ = c3(k,m)Φk−1,mλ . (3.8)
(iv) Если m > 1, то
D(k + 2αX , αX +m)Φ
k,m
λ = c3(k,m)Φ
k−1,m−1
λ . (3.9)
Доказательство. Применяя формулы дифференцирования гипер-
геометрической функции [14, п. 2.8, формулы (20), (22), (24), (27)]
и учитывая, что
F (α, β; γ; t) = (1− t)γ−α−βF (γ − α, γ − β; γ; t),
получаем (3.6)–(3.9) прямым вычислением.
Следствие 3.1. (i) Если k > 1 и m 6MX(k − 1), то
c1(k,m, λ)Φ
k+1,m
λ (̺)− c3(k,m)Φk−1,mλ (̺)
=
2Φk,mλ (̺)
̺
(− k − αX + εX̺2(βX +NX(k)
+NX(k + 1)− k − 2m− 1)
)
. (3.10)
(ii) Если m 6MX(k + 1)− 1, то
c2(k,m, λ)Φ
k+1,m+1
λ (̺)− c3(k,m)Φk−1,mλ (̺)
=
2Φk,mλ (̺)
̺
(− k − αX + εX̺2(NX(k)− k)). (3.11)
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Доказательство. Определение (2.2) влечет равенство
(
D(α, β)−D(γ, δ))ϕ(̺) = ϕ(̺)
̺
(
α−γ+ εX̺2(α−2β−γ+2δ)
)
. (3.12)
Из (3.12), (3.6) и (3.8) получаем (3.10). Соотношение (3.11) доказыва-
ется аналогично (см. (3.7) и (3.8)).
Следствие 3.2. Имеют место равенства
χ˜r(λ) =
AX(r)
2(αX + 1)
Φ1,0λ
(
Ω(r)
)
, σ˜r(λ) = AX(r)Φ
0,0
λ
(
Ω(r)
)
. (3.13)
Доказательство. Формула для σ˜r непосредственно вытекает из
(1.16). Далее (см. (3.8)),
D(1 + 2αX , ρX)Φ
1,0
λ = c3(1, 0)Φ
0,0
λ . (3.14)
Используя (3.14), (1.16) и (1.6), получаем требуемое соотношение для
χ˜r.
Обозначим
Ap,q(λ) =
(ρX − νX(−λ))p(βX − q + 1− νX(−λ))q
(αX + p)q(αX + 1)p+qΓ(βX + p+ 1)
× (1− p− νX(−λ))p(αX + 1− νX(−λ))q, (3.15)
Bp,q(λ) = η
αX ,βX
p,q Ap,q(λ),
Bp(λ) =

π(αX+p)Γ(2αX+p)
22αX−1p!
Ap,0(λ), X = S
n, HnR
πΓ(2αX+p)Γ(1/2+[(p+1)/2])
22αX−1p! Γ(αX+[(p+1)/2])
A[(p+1)/2],[p/2](λ), X = P
n
R
N(p, q) = NX(p+ q+1)− 1− p, Φp,qλ (t1, t2) = Φp,qλ
(
Ω(t1)
)
Φp,qλ
(
Ω(t2)
)
,
Υt1,t2(ψ) =
{
Ξt1,t2(1, ψ), X = S
n, HnR
Ξt1,t2(cosψ, 0), X = P
n
R.
Лемма 3.3. Пусть λ ∈ SX , (a, ψ) ∈M(Ξt1,t2). Тогда
Φ0,0λ
(
Ξt1,t2(a, ψ)
)
=
∞∑
p=0
p∑
q=0
Ap,q(λ)Φ
p+q,N(p,q)
λ (t1, t2) ξ
αX ,βX
p,q (a, ψ).
(3.16)
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Доказательство. Используя (1.13), замечание 3.1 и теоремы сложе-
ния для функций Якоби и Лежандра (см., например, [21, гл. 3, § 1,
формулы (13), (14), (19), (20)]), получаем (3.16).
Следствие 3.3. Пусть λ ∈ SX . Тогда
π∫
0
1∫
0
Φ0,0λ
(
Ξt1,t2(a, ψ)
)
ξαX ,βXp,q (a, ψ) dmαX ,βX (a, ψ)
= Bp,q(λ)Φ
p+q,q
λ (t1, t2), если X 6∈ X3,
и
π∫
0
Φ0,0λ
(
Υt1,t2(ψ)
)Cαp (ψ) dmαX (ψ) = Bp(λ)Φp,0λ (t1, t2), если X ∈ X3.
Доказательство. Достаточно применить лемму 3.3 и соотношения
ортогональности (1.2), (1.4). При этом, когда X = PnR, нужно учесть
равенство
Φ
p, ([p/2]−[(p+1)/2])/2
λ (̺) = Φ
p,0
λ (̺),
которое следует из [14, п. 2.9, формула (2)].
Следующий результат является обобщением классической теоре-
мы о среднем для решений уравнения Гельмгольца.
Лемма 3.4. Пусть T ∈ E ′♮(X ), R ∈ (r(T ),diamX], f ∈ D′(BR) и
Lf = (εXρ
2
X − λ2)f (3.17)
при некотором λ ∈ C. Тогда
f × T = T˜ (λ)f (3.18)
в шаре BR−r(T ).
Доказательство. Поскольку L — эллиптический оператор, f ∈
RA(BR) (см. [22, гл. 8.6]). Зафиксируем g ∈ G такое, что g Br(T ) ⊂ BR.
Для x ∈ Br(T )+ε0 , где ε0 = sup{ε > 0 : g Br(T ) ⊂ BR−ε}, положим
fg(x) =
∫
K
f(gτx) dτ.
Определение fg показывает, что
fg ∈ RA♮(Br(T )+ε0) и fg(0) = f(g0). (3.19)
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Кроме того, в силу (3.17)
(Lfg)(x) = (εXρ
2
X − λ2)fg(x), x ∈ Br(T )+ε0 . (3.20)
Действие оператора L на радиальную функцию u(x) = u0(̺) задается
формулой
(Lu)(x) =
(
1 + εX̺
2
)2
u′′0(̺)+
1 + εX̺
2
̺
(
2αX+1+εX(1−2βX)̺2
)
u′0(̺)
(3.21)
(см., например, [2, гл. 2, § 5, предложение 5.26]). Из (3.19)–(3.21),
(1.12) и дифференциального уравнения для гипергеометрической
функции [14, п. 2.1, формула (1)] находим fg(x) = f(g0)Φ
0,0,1
λ (x). Те-
перь имеем
T˜ (λ)f(g0) = 〈T, fg〉 =
〈
T,
∫
K
f(gτx)dτ
〉
=
〈
T, f(gx)
〉
= (f × T )(g0),
что доказывает (3.18).
Лемма 3.5. Пусть f — радиальная функция из E(BR), r ∈ (0, R),
t ∈ (0, R− r).
(i) Если X 6∈ X3, то
(f × σr)
(
Ω(t)e
)
=
2Γ(αX + 1)AX(r)√
πΓ(αX − βX)Γ(1/2 + βX)
×
π∫
0
1∫
0
f
(
Ξt,r(a, ψ)e
)
dmαX ,βX (a, ψ),
D(0, 0)(f × χr)(̺e)
(
Ω(t)
)
= −εX 2Γ(αX + 1)AX(r)√
πΓ(αX − βX)Γ(1/2 + βX)×
π∫
0
1∫
0
f
(
Ξt,r(a, ψ)e
)
a cosψ dmαX ,βX (a, ψ).
(ii) Если X ∈ X3, то
(f × σr)
(
Ω(t)e
)
=
Γ(αX + 1)AX(r)√
πΓ(1/2 + αX)
π∫
0
f
(
Υt,r(ψ)e
)
dmαX (ψ),
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D(0, 0)(f × χr)(̺e)
(
Ω(t)
)
= −ǫX Γ(αX + 1)AX(r)√
πΓ(1/2 + αX)
π∫
0
f
(
Υt,r(ψ)e
)
cosψ dmαX (ψ).
Доказательство. Для f = Φ0,0λ , λ ∈ SX , утверждения (i), (ii) выте-
кают из (1.14), (3.18), (3.13), (3.6) и следствия 3.3. В силу произволь-
ности λ ∈ SX , отсюда получаем требуемые равенства в общем слу-
чае.
4. Доказательство теоремы 2.1
Для любой функции h ∈ E♮(BR), r ∈ (0, R), t ∈ (0, R−r) определим
коэффициенты dp,q(h, t, r) с помощью разложения (2.4) (см. лемму 1.1
и [16, гл. 7, теорема 7.6]). Докажем, что имеют место равенства
d0,0(h, t, r) =
(h× σr)
(
Ω(t)e
)
AX(r)Γ(βX + 1)
,
d1,0(h, t, r) = −εX (αX + 1)
AX(r)Γ(βX + 2)
D(0, 0)
(
(h× χr)(̺e)
)(
Ω(t)
)
,
а также рекуррентные соотношения из утверждений (i)–(iii) теоре-
мы 2.1.
Формулы для коэффициентов d0,0(h, t, r) и d1,0(h, t, r) следуют
из (1.2), (1.4) и леммы 3.5. Докажем (2.7) и (2.8). Пусть λ ∈ SX .
По лемме 3.3
dp,q(ϕλ,Ω
−1(̺), r) = Ap,q(λ)Φ
p+q,q
λ (̺)Φ
p+q,q
λ
(
Ω(r)
)
, (4.1)
где ϕλ(x) = Φ
0,0
λ (|x|). Применяя к (4.1) дифференциальные операто-
ры из (3.6), (3.8) и (3.9), имеем
D(1− p− q, 1− p)dp−1,q(ϕλ,Ω−1(̺), r)
= c1(p+ q − 1, q, λ)Ap−1,q(λ)Φp+q,qλ (̺)Φp+q−1,qλ
(
Ω(r)
)
, (4.2)
D(2αX + p+ q + 1, ρX + p)dp+1,q(ϕλ,Ω
−1(̺), r)
= c3(p+ q + 1, q)Ap+1,q(λ)Φ
p+q,q
λ (̺)Φ
p+q+1,q
λ
(
Ω(r)
)
, (4.3)
D(2αX + p+ q + 1, αX + q + 1)dp,q+1(ϕλ,Ω
−1(̺), r)
= c3(p+ q + 1, q + 1)Ap,q+1(λ)Φ
p+q,q
λ (̺)Φ
p+q+1,q+1
λ
(
Ω(r)
)
. (4.4)
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Далее, формулы (3.10) и (3.11) при k = p+ q, m = q дают
c1(p+ q, q, λ)Φ
p+q+1,q
λ
(
Ω(r)
)− c3(p+ q, q)Φp+q−1,qλ (Ω(r))
= −2Φ
p+q,q
λ
(
Ω(r)
)
Ω(r)
(
p+ q + αX − εXΩ2(r)(βX + p− q)
)
, (4.5)
c2(p+ q, q, λ)Φ
p+q+1,q+1
λ
(
Ω(r)
)− c3(p+ q, q)Φp+q−1,qλ (Ω(r))
= −2Φ
p+q,q
λ
(
Ω(r)
)
Ω(r)
(p+ q + αX). (4.6)
Из соотношений (4.5), (4.2), (4.3), (4.1) и (3.15) находим
2εXζp,q dp,q(ϕλ,Ω
−1(̺), r)
(− p− q − αX + εXΩ2(r)(βX + p− q))
Ω(r)
= ζp−1,qD(1− p− q, 1− p) dp−1,q(ϕλ,Ω−1(̺), r)
− ζp+1,qD(2αX + p+ q + 1, ρX + p) dp+1,q(ϕλ,Ω−1(̺), r). (4.7)
Аналогично, из (4.6), (4.2), (4.4), (4.1) и (3.15) делаем вывод, что
2εX(αX + p+ q + 1) dp,q(ϕλ,Ω
−1(̺), r)
Ω(r)
= D(2αX + p+ q + 1, αX + q + 1) dp,q+1(ϕλ,Ω
−1(̺), r)
− (αX + p− 1)(αX + p+ q + 1)
(αX + p+ q − 1)(βX + p) D(1−p−q, 1−p) dp−1,q(ϕλ,Ω
−1(̺), r).
(4.8)
Ввиду произвольности λ ∈ SX равенства (4.7), (4.8) сохраняют си-
лу для любой функции h ∈ E♮(BR). Отсюда, учитывая (2.2) и (2.3),
получаем (2.7) и (2.8). Рекуррентные соотношения из утверждений
(ii), (iii) теоремы 2.1 доказываются тем же способом с использовани-
ем лемм 3.2, 3.3 и следствия 3.1. Теперь теорема 2.1 следует из (1.8)
и (1.17).
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